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W. Janous 猜想 的 加 强 与 类 似 


摘要 : W. Janous 猜想 (罗杰斯 ) 不 等 式 原 载 于 加 拿 大 《数学 难题 | 
杂志 1612 期 . 1992 年 , 我 国 黄 林 灿 先生 最 早 将 其 引进 中 国 ( 见 文 [1]). 
目 此 ， 我 国 掀起 了 研究 W. Janous 猜想 的 热潮 .历经 20 年 ， 得 到 了 该 
猜想 的 思路 探求 、 解 法 探讨 、 结 论 加 强 、 维 数 推广 等 成 果 〈 见 文 []- 
[20])， 而 对 其 类 似 则 探 计较 少 , 今 借助 SOS 法 和 差分 代 换 法 得 到 W. 
Janous JPR- RIRIS RER, ALEM 


c+a 

ТТТ АЖА. PEROT. AITEKIN), 1880) У (а). X Rab- - 
(a—b\b-e-a) (BY (a-5'), (2а-2-902-с- a(2e-a-b) ОЖ 
Ура), жу“ Ay “HAY. (ЫЙЫН НЕНА 
WEE EEE HN = ffi JÉ ANG SK. АННА As aE AK 
化 )， 利 用 SOS 法 和 差分 代 换 法 ， 均 值 不 等 式 ， 柯 西 不 等 式 等 不 等 式 
并 借助 maple15 进行 辅助 证 明 . 得 到 了 一 些 有 价值 的 引 理 (如 引 理 2) 
和 定理 (定理 1、3、7、10、12、13、14 等 ) . 这 些 新 的 不 等 式 在 某 
些 求 函 数 最 值 , 以 及 证 明 某 些 不 等 式 时 很 有 用 . 它们 也 可 解决 更 多 


y ` y> 的 估 值 问题 . 最 后 , 笔者 借助 杨 路 教授 的 Bot tema Ж 
件 , 得 到 了 几 个 猜想 ， 供 有 兴趣 的 读者 探讨 . 

创新 之 处 : 将 W. Janous 不 等 式 进行 了 一 系列 的 对 称 、 轮 换 对 称 、 
不 对 称 推 广 、 加 强 , 并 且 得 到 了 一 些 类 似 不 等 式 及 其 三 角形 不 等 式 加 
强 . 


闪光 之 处 : E (@-\(b-(e-a). (2a-b-0(26—c-a(2c-a—b) ХЇ 


y Ry ИТИМ, 由 此 得 到 了 一 系列 的 加 强 命题 .遗憾 的 


C 十 


же, 有 些 定理 还 不 是 最 佳 结果 , 最 好 的 结果 征 几 个 猜想 . 


关键 词 : W. Janous 猜想 对 称 轮换 对 称 不 对 称 加 强 类 似 SOS 
法 差分 代 换 法 


The Strengthening and Similarity of 
W. Janous's Guess 


Abstact: W. Janous's Guess inequalities original was published in 
the magazine of Ze Problem in Mathematics 1612(1992) in Canada, апа 
was first introduced into China by Mister Lincan Huang (see article[1]). 
Since then, the academe surged to do the research into W. Janous's Guess. 
After 20 years, there were the result of train of thought, solving method, 
conclusion enhancing and dimension extending about the guess(see 
article[1]-[20]), but seldom has studied about its similarity. Now with 
SOS method апа difference substitution method, the writer has gotten a 
series of result of strengthening and similarity of W. Janous's Guess, (with 


B-d 
>, 


с+а 
circulant symmetry апа asymmetry) апа estimated value of age 


and x carrying out the strengthening of symmetry, 
+4 


B-d 
+a 


and} with > (a-b \ У(2а-2-с) ‚ (a—b)(6- (с а) Сог Send) ), 


(2а-9-9(22-с-дОс-а-Ә Cor У(2а-2-с) ) . Using Equivalent 
substitution method, the author extended to its triangular form. By 
making up coefficient and times, with SOS method, difference 
substitution method, mean value inequality, Cauchy-inequality and 
maplel5, the writer has accessorially proved to acquire some valuable 
lemmas(such as lemma 2) and theorems (theorem 1,3,7,101,12,13,14etc). 
These new inequalities are very useful in finding maximum or minimum 
value of some functions and proving pene TPE also it can solve 


more problems of estimating value of y “ and x=, Finally, with 


the assistance of professor Yang's eas the writer has obtained 
several supposes for readers who are interested in them to discuss. 

Innovation: Carrying out a series of strengthening and extending of 
symmetry, circulant symmetry and asymmetry with W. Janous's Guess 
inequalities,the writer has concluded some similarity inequalities,strength 
-ening results and triangle inequalities. 

2 

Highlight: The writer has estimated value of yas and > 
with (@—4)\(4—c\(c-a) and (2a—4-0\(24-c-a(2c-a-4) , from which to 
obtain a series of enhanced inequalities. Unfortunately, this lemma is not 
the best result. The best result is several supposes. 

Key words: W. Janous's Guess, Symmetry, Circulant symmetry, 
Asymmetry, Strengthening, Similarity, SOS method, Difference 
substitution method 


W. Janous 猜想 的 加 强 与 类 似 


W. Janous 猜想 : 4 a,b,c>0, W 
2 2 2 2 2 2 

Pp-a éb ore >0. (1) 
cta a+b b+c 

这 个 (罗杰斯 ) 不 等 式 原 载 于 加 拿 大 《数学 难题 》 杂 志 1612 W. 1992 Æ, REKA 


ЕБТ КУЕН Е САС) . 自 此 ， 我 国 掀起 了 研究 W. Janous 猜想 的 热潮 .历经 20 


年 ， 


[3]. 
[14]. [16]. [21]. [22], ЭН АЙЫ : 34]. [7]. [9]*. 
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得 到 了 该 猜想 的 有 关 成 果 如 下 〔 见 文 [1]- [22])， 思 路 探求 : 文 [17]、[18]， 解 法 探讨 : 文 [2]、 
[5]. [6]. [8]. [10]. [12]、 [19]. [20], 结论 加 强 : 文 [15]、 [23]， 维 数 推广 : Ж[11], [13]. 


而 对 其 类 似 则 探讨 较 少 ， 今 借助 SOS 法 和 差分 代 换 法 得 到 W. Janous 猜想 的 一 系列 的 
以 . 


二 、 八 个 引 理 
引 理 1 та, 2 c 均 不 为 零 ， 则 
Pp-e | e-d ,4 ?pp Уу] (а+&)(а—)” (0+00-0) GOGOI 
cta a+b b+e 2 (б-сХс-а) (а-Ф(с-ға) (aga+D)D(2D+o) 
ғ _ с _ 2 Z“ _ 
c+a a+b Б b+c 
-d +(@ с) К C-B +(- 2) + а@—-с+(с-&) 
cta a+b b+c 
B-P 2 p 2 


Еа ты 2 
сые иы ш as 2 (дед Cpu) 
Ctra a+b b+c 


ғ-а e-v „2-0 
cta a+b b+c 
P-e 2-2 pa -F 
2% 十 十 
cta a+b b+c 
_1 лыд ‚2° =a =P. 2a Shae 


(2) 


Е cta a+b b+c 
221 (PO) + KAN 1 (-@)+(с эй у. 1 (а —>)+(a с) 

2 cta 2 a+b 2 b+c 

l 1 П 5 1 ШООК И, ШЕКЕ | КК 
ЕР ree ы 227 за ау ж E 
aie (a+ b(a- 5)? 00+00- 0) _ (ct (с 2° 

(2+0) (с+а) (а-Фү(с-а) (0+ 2)(2+0о) 

引 理 2 ржа, b, сє #,(а+ (2+ (съ а) +0, WA 

b-a c-b 4-с (а+25а- 5) +(0+2O(0_ 0) +(c+2ale- a) | 6) 


сыға a+b bte 3(2+ 2)(2+ с)(с+ а) 
证 明 b 41< b a c b а c b 8 b)+(b-c) 
cta a+b b+c с+а Е. b+c 


1 1 1 1 

=e Уа meee Mae ae. 
а -ad 

(5-дӘ(с-а) (at+b\(b+c) 
b-a с b a с. (2-с) (900-0) 
c+a a+b b+c (а-Ә(с-а) (с+ а) (2+0) 
b а € b a C _ (с-а)? C-D- 
c+a a+b b+e (at+b\(b+c) (а-дус-а) 
将 以 上 三 式 相 加 得 
b a € 2а P (b-c l 
cta б-с b+e 3 (c+ a)(a+ 2) (c+ 2)(2+ с) 
其 中 ， 

(с-а(0-а) _ (@+Ca-2¢0+ G+a@b-2ah)+ (C+ с- 2607) 
a se sen) р (a+b b+ O(c+ а) 
2, L(a— 5) +c b-c) +а(с- а) 
р (a+b\b+c\(c+a) i 
ne? а 5 2а P (b-c eaa 

cta б-с b+e 3 (c+ @(2+ б) (c+ а)(2+ с) 
_1 У (b-c? үле x 

3 (с+ 2)(2а+ 2) (а+2)(2+с)(с+ а) 
(at 2b\(a-by +(2+20)(2- с) +(с+20)(с- ay] 

3(a+ 2)(2+ с)(с+ а) 

引 理 3 оа, д,сє 2, WA 


同 理 可 证 ， 


P +Ë + -3abe= “(азда Ala- + (д— 0)? + (с- Q]. (4) 


证 明 i + + -3abe 

= (а+&+е -3¢b-3al —3abe 

=(a+by + —34562+ b+ O) 

=[(a+ 2) + c]|l(2+ bY —(a+ &)с+ Z ]|—345(2+ b+0) 
=(a+h+o(at+ by —(а+&)с+ с Зад] 
=(a+b+0(¢ +Ë +e —ab-bc-ca) 
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=, (a+ó+ol(a- 9° +(2- 0) +(c-a)’]. 


引 理 4 CMa, bce 2, WA 
(2-2) +(2- с) + (с-а) = (а bb- Ac- а). (5) 
引 理 $5 па, 2,сє №, WA 
(20-2 с) +(252-с- а) +(2с-а-– 5) =3(2a—b- (2b- c-a(2c-a-h). (6) 
引 理 6 (2а-2-0902-а-дОс-2-а) 

= (a+ b-20)(a— by + (b+ с— 2а)(Ф— с) + (e+ a—2b)\(c- а). (7) 


证 明 (2a—b—c)(26-—a—c\(2c-b =Q 2-9 +(26-a—0) +(2c-b-a)’] 


= 6) -(с- а] +[(b—0)-(a- Bf +[(e- а) -(6- ӘР) 


=(6-a-By -(с- а (с 002-0 (aA HAA (AA 
= (2+2 20а б) + (ф+ с 2а)(Ф— с) + (с+ а— 220с- ау 
58817 оа, Ф,сє №, WE 


Qa-b-& +(2b-c- 02-а =3| (4-0 HA (с |. (8) 


证 明 : (202-0) +022 с) +(2c-a—by 
=[(z-b)+(a-Ə] +[(#Ф—а@+(Ф#—)] +[(с-@+(с-®] 
=2)\(a-b) +2У (а (а-о) 

-2У(а-2) + У (a-b) =3| (a- 5} +b- (с-а) ]. 
引 理 8 W S= /(a,b,0 =S (2-с) +.5(с- а) +5 (0-2), 
1. $. S, S. 20, ШЎ>0. 

‚ Жа> б> суН. S, S, +S, 8S, +S, 20, Ш.5>0. 

若 z>O>c， 且 99, +2У,,У, +205, > 0, S20. 
Жа>д>с, HS, S. 20, S, +88, 20,0 S>0. 
‚Ж +s +S. 20, HSS, +SS +SS, 20,0 S20. 
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三 、 主 要 结论 

定理 1 已 知 4,5B,ceR， 则 有 
B-d а „2-0 À 2|(a-b)(b-c)(c-a)|(a+b+e) f 
c+a a+b bte (a+))(Ó +c)(c +Q) 
定理 2 已 知 4,5,ceR， 则 有 
B-d .8 4 42 |(a—b)(b-c)\(c—a)| 
c+a a+b bte ` S(at+ b+ O) | 
定理 3 已 知 4,5B,ceR， 则 有 
P-e Ra - 14 _ >21(4-0(0-<Хс-а)| f 
c+a a+b b+c ab+ be+ca 
定理 4 已 知心 ce 尼 ， 则 有 
P-e | с-” | а-в „ V9+643 |(а- #(5— д(с- д) 

cta ath bte ` Z +P +e | 
EJE S Habc>0, W 

B-d -Ë d-e (Оа-5-с)05 а-дӘОс-а Slat b+) 
c+a a+b bte 2(a+ 2)(2+ с)(с+ а) 
EH 6G а, с> 0, WJ 

B-d 2-2 < а Ф-<)(26-а-дОс-2-д 

cta a+b bte 2(аб--Фс--са) 
EH IG abhc>0, WJ 


(9) 


(10) 


(11) 


(12) 


(13) 


(14) 


-0 €-& а-а 
十 十 


> 3a b-c)\(2b-—a-c)(2c-b a) 


c+a ath b+c 
EH 8 Ha,b,c>0, I 


-@ 2-Р d-e 
+ + 


(a+ b+ O) 


КЕ %1)2а-0-<(20-а-<(с-2-а). 


с+а ath бес ` 
HOF ab,c>0, Л 


бр ey d- 2 ~ 60+ bc+ са)| (a- bY +(b- о) +(с— ay) 
+ 


Ad +É +e) 


с+а ЕЛИ bite 


定理 10 若 4,2,c>0， 则 


25(2 +P +) 


b а c Ж а-с > 24- 2-с)(22-а-с)(2с-2- а). 


cta we Ц 
EH 11Ж a,b,c>0, W 


2(a+ 2)(2+ с)(с+ а) 


b-a c-b, а-с 2 (2- DF +(2- с) +(e-ay 


cta a+b нада 9 
定理 12 若 4,2,c>0， 则 


аб--Әс--са 


b а € ді а-с >21(4- 2)(2- су(с- a| 
c+a РУ Ш ie (a+ M(B+ д(с+ а) ` 


EJE 13 4,2,с>0, IJ 


b а c C а-с > 3(22- b-c)(2b- a-c)(2c-b- a) 


cta Л” 22” 
EJE 1417 4,2,с>0, ЇЙ 


Аа +) 


b ас b a е > 10(a— Db- A(c— a) 


cta a+b ee 
定理 15 若 a,b,c>0, IJ 


(a+ b+ с) 


b а c a а-с > (z by +(5— с) + (с ay 


cta P М a 
EH 16H a,h,c>0, Mi) 


2+ё+се 


2 2 2 
b а c b a c ll (2-5) +(2- с) +(с- а) f 


cta a+b b+c 32 
Ж Ж 171 ab,c>0, J 


GeO +E 


b а c ba 6.19 (gD +G=0) (ау 


cta a+b b+c 20 
EJE 18 r a,b,c>0, IJ 


B-d -太一 
+ + 


(a+ b+ с) 


Š 3 (a+ b+ o Xa — 5)” | 


cta a+b b+c 
EJE 19 a, b,c>0, N 


2 2 2 2 2 
Pp-a E-D a-c 


8 «даға с 


> У78/13-210(а-2) 


cta a+b pte ` 


定理 20 若 4,2,c>0， 则 


9(ZC+ZO+O) 


2 
b ас b a с. З(а— б) 


с+а a+b b+c азды O? 


(15) 


(16) 


(17) 


(18) 


(19) 


(20) 


(21) 


(22) 


(23) 


(24) 


(25) 


(26) 


(27) 


定理 21 在 三 角形 中 ， 必 2 c 为 三 角形 三 边 ， 有 


ab be са. hohe oy Caso Caso Garo Casas (29) 
c a b абс 
1 = = = 
СЕ ПИРЕ Е бй 2С OE д]. (30) 
c a b 5(g+ P+ o) 
16\(a—4)(4- 一 

СОТА ИТЕ А са Os a Е (31) 
с а b 2аб-28с-2са-(а-ФУ-(б-с) -(с-а) 

аб | be ca 4/9 + 6v3 |(a-B(b-(c—a)| 
—+—+—2a+b+e+ I 5 ере (32) 
c a b (a—b) +(6-c) +(с- а) +а +0 +c 

ab 4, aa ТЕН (5-с-2а)с-а-22.а-Ф-2с<)а-б-с) f 335 
c а b 4apc 

СЕ РЕ 402+с- 2а)(с+а OE т 5845 
c a b 2ab+2bc+2ca-(a—-by —(6- 0) (с-а) 
定理 27 在 三 角形 中 ，4,2,c 为 三 角形 三 边 ， 有 

A sigh ы 12(4+ c—2a)(c+ a—26)(a+ b- 2c) 45 
с а Ф (a+ b+ O° 
定理 28 在 三 角形 中 ，4,2,c 为 三 角形 三 边 ， 有 

A N, 263 +10(0+с-24)(с+а- 20а+0—20) | T 
c a b (a—b) +(6-c) -(с-ау-а +2 +с 
定理 29 在 三 角形 中 ，4, 2 c 为 三 角形 三 边 , 有 (37) 
“S PE 

c а b 

6| 2ab+ 2bc+2ca-(a-by -(b-cy -(c-a)} || (a-b? +000) +(с-а) | as 
+ . 

25 | (e+ b+cy -24адс | 
定理 30 在 三 角形 中 ，4,2,c 为 三 角形 三 边 ， 有 
A а (2+с—2а)(с+а-20а+0-2с) (595 
b c a 2apc 
定理 31 在 三 角形 中 ，4,2,c 为 三 角形 三 边 ， 有 
ШАҒА?) 224 А2! =] 2 
a b СТЕ (a—b) +(2- с) +(c— а) Саб 


+ > . 
b ca 9 2ab+2bc+2ca—(a—by —(b-c) —(c-ay 


定理 32 在 三 e+, 0,6,cA=AK =I, A 


ab, ¿sÍ 2-A- 0)(с- а)! | 
b ca abc 


定理 33 在 三 角形 中 ，4,5,c 为 三 角形 三 边 ， 有 
4| b + saa: 6(44+ c—2a)(c+a—2b)\(at+b- 29 
a c a (a+ b+ c —24abc 
定理 34 在 三 角形 中 ，2, bc 为 三 角形 三 边 ， 有 
80 (2 2)(2- с)(с-– а 
к oa | 
定理 35 在 三 角形 中 ，4,5,c 为 三 角形 三 边 ， 有 
s s. 86-2 t-A te-a 
b c a (a+ b+ O° —24abc | 
定理 361-101, a,b,c 2 0, A 
2 2 2 
A Í —Ñ ы — i = ЕГЕ теа ТЕТІ ! ға” 
定理 37 在 三 角形 中 ，2, bc 为 三 角形 三 边 ， 有 
азё e ba ND. (a—by +(2- с) +(e- ay 


Әс а. 5 (a+ b+ O)° 
定理 38 在 三 角形 中 ， а, b, C 为 三 角形 三 边 ， 有 
ab be ca 3 (a+ b+ O(a—- 2)? 


—+—+—2at+b+ct+ 


c a b 4 (4-5)? + (b=cF (ео tette 


定理 39 在 三 角形 中 ，4,2,c 为 三 角形 三 边 ， 有 


| 2 
2 Жу. 18413 -210(@-4) | 
c а b О(а-2-д 


定理 40 在 三 角形 中 ，4,2,c 为 三 角形 三 边 ， 有 


Еа 6(a—Ly 
b ca (а+Ф+ о). 


四 、 定 理 的 证 明 
定理 1 已 知 4,6,ce RR， 则 有 
кз s jee s 2|(а— ®($— ©(с- а) (а+ 2+) 


c+a a+b bte (а+2)(2+с)(с+ а) 
由 于 上 式 是 对 称 式 


左边 一 右边 


ЛЮ b>2q> ce, WkKa=ct+x,b=ct+xt+ J x,y2>0),(g-D5(06—- Ə(c—- а) >0 


(41) 


(42) 


(43) 


(44) 


(45) 


(46) 


(47) 


(48) 


(49) 


(50) 


= 24h 46-26 Ро -Ca +2ac+2a¢b+26 c-2ca -2be -2b a 
(a+ 2)(2+ oO (c+ а) 


则 分 子 

-(4лу»42 +47) +[4 x+ 4x +4 )с+(2* +J +2y x— 1 у -2/;) 

>с-у-ум-22у-2ул-(2-у-х>0. 

故 不 等 式 成 立 . 

定理 2 已 知 4,5,ce №, ША 
B-d 0 12-0 a 42 |(a—b)\(b-c)\(c—a)| f 
cta a+b bte ` S(at+ 2+ O° 


证 明 НАТ ҚАҒА, К azczh, W (2—)(Ф—с)(с-а)>0, 


(51) 


(a—b) > (с-а). 


左边 一 右边 
| até 28(а— б) (2 ТА А+ с 2800-0 10 o? 
 |(@+o(c+a) S(a+Ó+O | (ctalatb) 5(а+ Ó+ с) 
| c+a 28(с-а) | 2 
+ z |(с– а) 
| (a++) 5(20+2+0) | 
b+c 28(4-c) 


& $ = re 
(с+а)(а+Ф%) 5(а+2+с) 


_ c+a 28(с-а) 
(C++ Sath+o) | 


b 


ç = a+b 28(а— б) 
“° (ф+е}(с+а) SC+OHO 


2 b+c 28(4-c) 
“ (сыа/аз2) S(a+b+cy 


_ S(ó+ o (a+ b+ с) —28(b- о)(с+ а)(а+ д) 
7 5(с+ а)(а+ (a+ b+ с)? 


= 33a c+ 38aC +4342 – 2325-1802? -138 c+ 5h +50 +20abc 
5(с+ @(а+ D(a+ >+ с)? 


、23Z e+ ac? +1300 23422-18 а 2-13 с 
5(с+ а)(а+ Ф)(а+#+ с) 


_ 23a (с 6) + 18a — ё°)+13дс(с—8) 
u 5(с+ а)(а+ (a+ b+ с)? 


_ [234 +18дс+ б) +13be\(c-4) „|, 
С S(etaatbatb+cy 7 


c+a 28(с-а) 
© (а+8&)(ф+с) Sat b+cy 


ó 


_ S(c+ а2)(а+ >+ с)? —28(c— а)(а+ (b+ с) 
р 5(a+ 206+ (at + O° 


Е 3345 +38.22+ 43a с- 230 c-18hE —13ас +5 +50 +20abc 
5(a+ 2)(2+ cat b+ O° 


-134е%2340-1847с 232с-182<-13а<? 
5(a+ B( b+ (at 2+ с? 


_ 23a — Рс) +18c a — be) +13ас(а — c) 
Е 5(а+ 06+ (at P+ O° 


_ 234(ab— be) +18с(ас —bc) +13ас(а –с) 
р 5(a+b\(b+olath+cy 


Е 23% (а с) +18с (а D) +13ас(а– с) Е 


5(а+ (P+ (a+ b+ с)? O: 


FES, +5, 20. 


Е сға 28(с- а) i a+b 28(а— д) 
(a+ b(b+0) 5(а+ + о)? (b+ д(с+а@ S(a+)+ Oo 


S.+ 5, 


cta + a+b _ 28[(c-a)+(a-b)] 


$ + S, 二 一 一 一 一 一 一 5 
(а+5)(2+с) (Ó+ )(c+ а) S(a+ 2+ с) 


Pag 


_ сға Т a+b 28(c— 2) 
(a+ b(b+0) (b+ (с+а) 5(а+2+ 0)? 


с+а д a+b 28(c— 2) 
 (a+b(a+oA) (b+a(c+a) 5(а+5+с) 


b+c+2a 28(с- 0) 


© (а+&)(а+се) (a+ Ó+ с) 


_ S(b+c+2a)(a+ 54 cy —28(c—b)(at+b\(at+o) 
g 5(а+ bat (at 2+ 2° 


_ 102 + 53222+ 48a +40abc +58 +438 c-13be —3а@?с—8ас +50 
5(а+ a+ oat ф+ O) 


ы 8a +13 b-13h2 —Аа@ с—8ас +40 
Е 5(а+ 2)(а+ с)(а+ 2+ с) 


Ваа -)-4 ad – 2) 4+ 1300 – 2) 
7 5(a+ (a+ lat P+ с)? 


= (8Ra—4c+13D(2 — с) = 
7 5(a+ b)\(at+c)(at+ b+ cy Б 


5 (2—2) +S (6-0) +S (с- ay 
> Sla- 500-0) +S (c-a) 


>( +S, {a-c +S (2-с) 20. 

定理 3 已 知 4,B,ceR， 则 有 
2 2 2 2 2 ын” 2 a 
PRENER 区 
c+a a+b bte (ah+ bc+ са) 

证 明 Н Е, Л А> а> с, 

а= c+x,b= e+ x+ у(х, у> 0), (а 2)(2- О(с- а) 2 0 


左边 一 右边 
[4y+ 41 +42) +(6.1° y+ 10.17 +4y +47 Jot Ir у+5 у +4xy + X'+ J 
ú (a+ б)(ф$+ Ə(c+ а) 


2 x(x+ у) 
(ab+ bc+ са) 
б (б^ y+10 +47 +40 )с+2% pt Sry + Алу + + 2лу(х+ J) 
(а+2)0(2+с)(с+ а) (ab+ bc+ca) 


| [0222 +14597 +247 у+12)Ўу? 


Ё (a+ 2)(2+ o Xc+ a)(ab+bc+ca) 
+3207 +19л* + бл? у+11)7 +192237) +167 у +820 +2 J +12 X ) c+ 


д(х+ (а? —  — лу)” ]2 0 


故 不 等 式 成 立 . 

定理 4 已 知 4,B,ceR， 则 有 

2-2 -Ë 2-2 -У9-6/3 (а-2(2-<Хс-а) т 
cta a+b Әс ` (Z +É +e) | 


证 明 由 于 上 式 是 对 称 式 ， ROK > @>с, W (а-д(2-д(с-а)>0. $ 


k=9 +63 . 


yg- ++ + hd ВО käe -kbd - 15 З???) 
(c+ (а+ (н о + É +e) 


А-а, B=b’, С=с” 


y- + +С + 8+4С 4+ IBC kA C- kB’ A-kC’B-3ABC) 
(с+ 4(а+ &)($+с)(а? +h +c) 
HT P> А> C， 可 设 4= С+х, В= C+ x+ Xx, у> 0) 


左边 一 右 


ppt Ct 2? +y 430 – да? —hy’x4+3Cnx43Cr +3 O) 
й (саа + É +0) 


С By х+2л* +743) — ра? — рх) 
© (е+а)(а+ (0+ одд + +) 


(By x+2r + y +3” ~/9+6v3 2 ~/9+6v3 2) 


(c+ а)(а+ (н оК + É + 2) 


_ (0/3 -3)V9 +643 y+ 61+ 3)3BV9+ 6V3 v- 6x-3 、 г 

108(с+ a(atb(b+ (a +Z +) 5 
定理 $ 若 4,B,c>0， 则 
bag К Cat М d-e g (а-2-д902-а-дОс-а-Ә(а-бФ- д. 


c+a a+b b+te ` Ха-Ф,Ф-од(с-а) A 
证 明 左边 一 右边 

(г РУ) (00-с) +0 a) -(20-2- 0)(22-с- 0с-а- 5(а+ b+0) 

Е Wat (00+ д(с+ а) 


分 子 展开 化 简 得 
407° +4P”2 аса -—b6aC b-6a bc-68 сан + аб + еъ еъ Раъно) 
4а” АРС аса а сб Бағ ас +@с)+ Фе+ д7) – бас бас 6 ca 
>6 20 СЕ Са)-басФ-6ба2с-6 ca 
= 3 (ah +8 e -26 ca) 
=3) (ab-bey 20. 
左边 一 边 > 0 , \ 等 式 成 立 . 
ЖЖ 6 ti a,b,c>0, Wil 
2 2 2 2 2. 
ГА -@ |с -Ф ‚4 —© > (22 b-—c)\(2b-a-—c\(2c-b 2 


с (55) 
cta a+b b+c 2(аб--Фс--са) 
证 明 由 引 理 1、6 知 ， 原 不 等 式 等 价 于 
1 a+b 全 b+c as c+a СӘН 


2 (2+0)(с+а) (a+c)(b+c) (с+2)(2а+ б) 


(a+ b-20)(a— by + (6+ c—2a)(b- с) + (e+ 2— 25) (c— ау 


2(ab+ bc + са) 

| a+b b+c-2a ieee si b+c b+c-2a K-o? 
(5-О(с-а) ab+be+ca (a+b\(c+a) ab+bc+ca 
u cta c+ ag— 22 een >0 

(4+c)a+b) ab+bc+ca 

2 2 

¿(2 +2ab+bc+ca) E a2a +2bc+ca+ab) (6-0? 

(P+ c)(c+a)(ab+be+ca) (a+b)\(b+c)(ab “Әс +ca) 
AË +2ca+ ab+ be) 


(с-а) >0， 显 然 成 立 . 


(c+ a)(a+b)(ab+ bc+ са) 

CHIH abc>0, J 

D-o К ы 14 -e К 3(2а-2- с)(22-а-с)(2с-2-а) 

eta a+b Фіс | (a+ b+ O) | 
证 明 由 引 理 1、6 知 ， 原 不 等 式 等 价 于 
(a+ P)(a2 — P)° i (2+0)(2- o) Р (с+а)(с-а) 

(O+o(c+O (а+2)(с+а) (а+2)(2+с) 
5 6[(a+ b—2c)(a—by + (b+ с—2а)(Ф— с) + (e+ a—2b)(c- af] 
Е (a+ b+ O) | 


(56) 


左边 一 右边 ， 并 化 简 得 
a+b б(а+%—2с) 5 b+c 6(4+c—-2a) 
2 (2-5 +[ 2 
(2+с)(с+а) (а+2+с) (с-а/а-д2) (at+h+c) 
Ч с+а 6(с+ = ig a >0 
(а+2)(2+с) (а-д-с) 
a+b ба-2-20) 
(G+A(c+@) (азбас) ” 
Ч b+c 6(2-с-2а) 
““(etalath) (a+b+o 
ç 2 с+а б(с-а-22) 
° (а+ (+ с) (at Ó+ о? 
原 不 等 式 等 价 于 
5 (2-2) +S (2-0) +S,(c-a) >0. 
不 妨 设 c= min{a,4,c}. 
(1) Жа>ӛ>с, WRa=ct+x+ у,ф=с+х,(х>0,у>0), H (a-c? > (0-2). 
b+c 6(b+c-2a) 
“ (ecraXea+0) (азба) 
b+c u 6[(a—4)+(a-c)] Ы 
(c+ а)(а+ 2) (Z+ZOH+aO 0 
Е с+а б(с-а-22) 
° (at (бао (азба о)? 
> @ +125 +E —-4@5+7а# +78 c—4be —3еа—3с@ + 4abe 
u (a+b b+ O(2+ P+ 0)? 


100-0) 


£ £= 


_ 160 + +186 +2202 у- ху? -4y c-3ye +51 x+56cr + 2сху 
ü (a+b b+ O(2+ 2+ O° | 
+: 8x 4+ P4188 427 у- хр Ay c-3 ус +560 х+56с№ 
Е (a+ (b+ Oat b+ о)? | 
要 证 明 . > 0 ， 只 需 证 明 
8x 4+ у +180 427 py- xy Ay c-3 ус +560 r+56cr +2cry2> 0. 
]2y— y 
8x +8 4180 +47 p—4ay 16y с-бус +560 x+56cr 20, B 
40 +4 +90 +2202 y—2x/ -8y c—-3ye +280 xy+28c > 0. 
若 c=0， 则 上 式 变 为 
4/7 +4V +22? у—2ху >27-2у-22у-2ху 
=2( -7 x-y) =2(z+ Dr- 2 0. 
若 c 关 0， 由 于 上 式 是 奇 次 式 ， 不 妨 设 c=1， 则 上 式 变 为 
444749427 у—-2ху -87 —3 42874 28r >0. 
Жлх>у, Wkxr=p+s(s2>0), WERENT 
87 +45 +14 5414 9° +207 +28 +56 уу+25 y+2854+920. 
Жіх<у, WK у=лх+/(/>0), WJ БАЛЕ ЙЕ 
8л? + 45° +1047 5+ 10.48" + 202° —85° —-16xs+25r—3s+9 
= 82 +(105+20)2° + (105° —-165+25)r+45 -8 -39+9 
= 82 +(105+20)27 +[8(s—-1) +25 +17]x+(s+1)(2s—3) > 0. 
ü a+b + с+а 6(2a—54-c) 

(6+ \(c+a) (а+ (2+0) (at+b+0y 
_2⁄ +Ë +E -6ab+10ab +8804 840 +10 abcd + +1400 +Z +14ab ct 4abe 
g (a+DXó+O(c+Ə(a+05+O° 
= (8x4 +274 +72 +22 p+ —4y c+ 24ye +156c'x4+ Bar — 51 -227 +1250? 
42.7 ус—-28ху с+14хуе)[(а+ (b+ A e+ Q(2+ b+ 0’), 
BES +5,>0, Riese HA 
8л +2 +726 +29 у+2ху — 4) c+ Wye +1560 r+ Ber — 5x у — 2222 +1252 1 
+22? ус-28хус+14хуе 20, 
若 c=0， 则 上 式 变 为 
8л +2) +22 yt 2ay —5х у 283 +2) —8 у 
=2(4' + 4-47 7) =2027 -y F 20. 
若 c 郑 0， 由 于 上 式 是 奇 次 式 ， 不 妨 设 c=1， 则 上 式 变 为 
8л +2 472420 у+2лу -4 大 +2471567r+481 —5л у? —22 +125202 
+22? y— 281 +14xy 20. 
Жлх>у, WKxr=yp+s(s20), WER Р 
ду +85 +307 5434 уу +495 +18 +488 +120 7 s+146 и” 
+1177 +1253 +264 ys +180 yt+15654+9 20. 
Жлх<у, WR у=лх+/(/>0), WERE 
9л“ +27 бу 1047 +13x 7 +184 — 47 – 662274027 
+1172? —227 —30л/+180х+24/+9 20. 


| 


S +5, 


с 


| 


< 9л* +(67+18)л + (137 —66#+117)2 + (107 —40Z —30/+180)х 
ДООГ +241+72 20 


© 9л# +(6#+18) +[13(/— 3)? +12422 +10(/+ 2)(/— 3)? xt 2(¢4 2P (2-3) > 0. 


因此 ， 有 
S(a—by +S,(b-cy +S e-a) 
= S (a-b? + $,(6—0) + §,[(@—-4)+ 6-0] 
>(S,+ S,)(a-d) +(S, + §,)(6-o) =0 

(2) Hb2azc, 
同 理 有 


Е b+c 6(0+с- 24) у 
“ (с+а)(а+д) (азды о) | 

_ с+а б(с-а-22) 5 
0 (а+ 5-0 (акъ о" 

pays a+b P б-с 622-с-а)- 

° “ (%ад(сға) (сыа/а-2) (atb+cy 
5.(а-0»5,(0-< + $,(e-ay 

= §(a—by + S,[(b-a) +a -9f +S c-a? 

>(S,+ S,)(a- 5) +(S,+ S, c-a? 20. 
综 上 可 知 ， 原 不 等 式 成 立 . 
定理 8 若 4,B,c>0， 则 

Жа n д eae „ W3+DQa b-0\(26-a—0)(2c-b-a) 
ска a+b бас ` AP +É +e) | 
证 明 由 引 理 1、6 知 ， 原 不 等 式 等 价 于 
(a+b)(a—by F (2+с)(2 с) (с-а)с-ау 

(O+o(c+O (а-дФ/с-а) (g+))(XD5+o) 
(a+ b-2c)(a—by +(b+c-2a)(b- eF +(c+ a—2D(c—- ay 

+H +e | 


> (УЗ +1). 
左边 一 右边 ， 化 简 得 

a+b (У3-1)(а-2-20) ， 
Ра C+D+E № a 


4 b+c (V3 +D (2+ 524 | op 


(с+ а)(а+ 2) te ee 


с+а (V3 +1)(c+ 2-22) 
+ 
(а+2)(2+ с) г +ё + 
令 f=V3+1， 则 
_ (Can Ж k (a+ b-2c) 
“ (вноса) (Z(+ +O) 
_ (+o) 4 (b+c-2a) 
““(ctalath (+P +O) 


|є ay =0. 


(57) 


3 (c+ а) k (с-а-22) 
(а-2(Ә oO (++). 
原 不 等 式 式 等 价 于 5.(a-D) +S (6-0) +S (с-а)? >0. 
不 妨 设 c= min{a,b, ch. 
(1) Жа>б>с, 可 设 4=ct+x+pb=c+x(x>0,y20), H (0-с) > (0-5). 
_ (P+ o) k (2+с-2а) 
“ (ct+alatbh) (oe +P +Z) 
А (с+ а) 4 (с-а-22) 
° (a+b) (2+2 +O) 
_ са кс +е +@ наб +O akeat keb —keb— ka b-kea + kab? +26 
р (2+ (at (а + P + с”) 
= (20 + у +432 pt 3ay + 10еху— да? y—2key — ху — Ake’ y+ бќсх? +4ke x 
460 +11е°х+ Tc’ y+ 82 + Асу — Akexy+ 2070) /(ф+ с)(а+Ф)(а + 5° + с”) 
>( + +4 yt Злу +10сху- ke pkey — ky’? — Ме у + Өсу” + Мс х 
466 +110 xt+70 у+ ск + Асу? – 4hexy+ 2/07) (b+c a+ +h +c’). 
要 证 明 . >0 ， 只 需 证 明 
(+J +40 р+ Злу +10сху-– а? y— 24у — u — 442 y+ бс? + Ай? x 
466 +1l22r+72 p+8er +4су —4kexy+2 kÀ) > 0. 
若 c=0， 则 上 式 变 为 
А? + +247 +0422 у+3ху — 2 y— ау?) 
=? +) +247 4+(4-V3-D #2 y+(3-V3-D л? 20 
若 c 郑 0， 由 于 上 式 是 齐 次 式 ， 不 妨 设 c=1， 则 上 式 变 为 
А? +J +A pt 3a +10ry— 4i- ЖУ у— 24у – u — 4h + бд? + ДА+ 6б+11х 
+7у+8л2 +4) +240. 
Жлх>у. Wkr= у+5(5>0), ШЕХАМАҒ 
6+lls+18y+22y +97 +26 pst 89 +147 54+ 7 у” +64 +4ks+2 k5 +3/ у 
+8hs+5hys +S >0. 
Жх<у, Wk y=xts(s20), ДЕКАР 
+P 44x у+3ху +10сху-– Аќсху– ke y—2key – key — 44 y 
+6fcr +4/ х+ бе +11 x4 710 p+ 8er +467 +200 
= 92° +[22+(13-34)s |2 +|(6-A)s +(18-84) +18 | x 
+| 5° +(4-24).s° +(7-44) 5-+6 | 
=9.x° +[22+(13-34)s]2? +| (6-4)? + (18-84) 5-+18 |r+[(s+2)(s* —24у+2+3) | 
=9x +| 22+ (10-3¥3). |a? +] (5-V3)s +(10-843)s+18]x+[ 2)-43) |> 0, 
其 中 | 22+(10-3V3)s|>0. 
| (5—V3)s° +(10-8V3)s+18|> 0,( 判 别 式 -68-88V3 < 0). 


(6-25-43) | >0. 


ó 


之 0 显然 成 立 


| a+b | cta (2a—b-c) 


+ (Ф+с)(с+а) | (а+2(2+0) (а+д+ о)” 

= (Ова +20b4+300 +306 +20 a+206 +2ab +b +0420 + ke b-ke ad 
+ hab -kd O +2/ D + kab c+ ke ab—Lkea b+ keh —24са? Аса — 2420 
+20 ab+2abh’c) (a+ b(b+olctala +F+c)| 

= (-30ker y-22kexy -16k y -16ke yp-16kE № +90 xy+ 14 су y+ 48сху 
-84С х+10х* +274 24 + 68044 402 yt 198 r 4300 у +44er +12сў 
+224? pt 2122 y +107 4047 ху-104су' — Tht y— Th у —4key — 24у x 
+24) (a+ b(b+ с)(с+ ala + + с). 

要 证 明 录 + 多 >0， 只 需要 证 明 

(30да? у—-224сху —1642 у -16fe у-164 № +90 ху+ 14c y+ 48 
-84С x+10 +2 24 +682 44+ 402 у+79с ¥ +302 у +44с? 
+126 +2247 у+ 21а? у +10 404 xy—104car — The y— The y 
—Akey — 2h? x+24c*) > 0. 

Жс-0, ， 则 上 式 变 为 

10x +2) +2207 у+21х +10 х-244*-7'у-7 у -2hy xaO, 

[(8- 2.3] +2 +(15-7V3) x’ y+ (14-743) r 2 +(8-2V3) r> 0, 

显然 成 立 . 

若 c 关 0 ， 由 于 上 式 是 奇 次 式 ， 不 妨 设 c= 1， 则 上 式 变 为 证 明 

24+ 68x + 40 y+ 79.27 +30 + 443° +1027 +277 +12 ° -164 —24х* 422.77 p 

+21 у? +10104 —The p—-The у —2hy x- 44 — 30k p—22 hay 

0 ky —-8hr +74. y+ 48.27 -164v -16% +90ху>0. 

# r> у, WkKxr=yt+s(s>0), ШЕ HF 

24 + 685 45 "5 +108 y+178 7° +158 y` s—66 hy —72 kys —15 kys —60 Ду” +248 ys 

+206 y? +62 y -244у--799 +445 +10.5* —2hs* -8ks—16 £ -112 4 5—40 07 

+199 7 +65 y' +328 4147 уз -72 ky -18 Лу —10 hs >0. 

© (8-2y3)s* +| (47-15V3)y+34-103) |? % (107 -40,3))7-(146-60-8)у--63-16-8. |? 

+| @13-45-/3) 7 + (216-1123) 7 +76 —72-В).у+60 —8-В |» 

+(47—18/3)* + (112 —66/3) 2 +(127 –7248) 2 +(84 —24/3)у+24>0 

> (8-23)s* +| (47-15V3)y+34-10V3) |, +| 07-40,/3))7 + (146— 6043) 1+ 63-163 |? 


+| 413-45V3)72+ 216—112/з3)›7 +(176— 7213) y+ 60-8y3 |+ 1502 -37 +27 >0. 


HEP 47 -18/3 =15.8230, 112-6673 =-2.3153, 127-7243 =2.2923, 84-24У3 = 42.4307. 
RF 8 的 4 次 方程 所 有 项 系数 显然 大 于 0. 

Жіх<у, Wk y= x+ s(s>0), WERE 
24+24s +84x+127 +11222 +471 + 145? — 864/312 — 344/352 13/32 L — 27/32 s 
-723 xs — 24/35 x4 78.15 -16V39—72V3.2 -1643 — 664/322 +120512 + 75л?у+ 5052 r 


+505222 —18/3л* — 435° + 165° r- 24/374 8 +2 > 0 


П 


< (322 —120./3)5* +[(788-302-V3)x+508-248 V3]s5 +[(728 —283 v3) x? +(914 —482 B) x 
+366 — 1603 ]s? +[(301—11743)2? + (552310543) x? +(430 -216 B) +144 -32 V3] 5 


+ (47 —184/3)2* +(112 —66-/3)л? + (127 -72V3) X +(84 -24V3).x+24 20. 
要 证 明 上 式 成 立 ， 只 需 证 明 


(322 —120./3).* +[0788-3024/3)2+508-2485/3]5° +[(728 —283./3) +(914 —482 V3) r+366 


—160V3]s +[(301-11743)л? + (552-3103) x7 + (430— 216-/3)х+144—32-/3]з+15 2 


-37 +2y > 0. 

上 式 是 关于 s 的 4 次 不 等 式 ， 所 有 项 系数 显然 大 于 0. 
(2) #r ó> a> c, 

同 理 有 


а b+c 6(b+c-2a) а 
“ (с+а)(а+д) (азды | 
В с+а б(с-а-22) >0 
” (аз 00+) (азды д | 
opt igh a+b б-с 622-с-а) 3 
“° “ (%а.о<(сға) (сыа/а-2) (atb+cy 
5 (2-5) +S (2-с) +S (c-a? 
=S (a-b + S,[(b-a) +a -9f +S c-a? 
>(S,+S,)(a- by +(S,+ S, c-a? 20. 
综 上 可 知 ， 原 不 等 式 成 立 . 
定理 9 若 4,B,c>0， 则 
2-2 2-0 d-e баіс ca)| (a- by +(b- 0)? +(c- а) | 
сға j a+b ý Әс | 25(@ +P +e) | 
证 明 由 引 理 1、6 知 ， 原 不 等 式 等 价 于 
(а+&)(а— 5)” с (2+с)(2-с) £ (с-а)с-ау 
(O+o(c+O (at+b\(c+a) (а+2)(2+с) 
-12(а0 be+ ca)| (a- by +(b- 0) +(с- 2° | 
g 5(a +Ë +) | 
左边 一 右边 ， 并 化 简 得 
a+b 12(ab+ bc+ ca) 


-ði b+c 12(ab+ bc+ ca) 


(5-<(сыа) 25%а +Ó +e) 
Ч с+а 12(ab+ bc+ са) 
(а-2)б6-а) 25(2 +h ас) 
_ ab Хара 
(осна) 2500 +8 +e)’ 
Е b+c 12(ab+ bc+ са) 
“ (е+а)(а+&) 25(2+20 +O) 


(ctalath) 25(0 +2 +c) 


\(c-ay > 0 


2 


Е с+а 12(ah+ bc+ са) 
° (акно) 25(2+ё +e) 
原 不 等 式 等 价 于 


S(a-by +S,(b-0) + S,(c—ay >0. 


](2 


(58) 


cy 


20 


Жа а> >с, Wka=c+xt+ у,ф=с+л,(х> 0, у> 0). 
_ с+а 12(ah+ bc+ са) 
° (at (+ с) 252 +h +2) 
1 
2502 +B ан) O 
+(57 +258cr +2010 0+ 894 ) yt 6c —- 332 х+ 420 X +820 + 2622] 
_ 1 
02500 + + )(a+ (быс) 
+(57E + 258cr +2016 x+89 r) y+3(3r— 0) (сх-2<7) +6c +55 сг +26.2°] >0 
s= a+b lXab+be+ca) 1 abt bctaa) 
“ (Босна) 2500 +0 +E) (+A 240 +07 +С) 
К 25у +(51с+ 63>)) + (3927 + 3с + 42вх)у + 3c(c— х) + 39а” + 26? S 
25(5+ "(7 +E +e) к 
c+a b+c 12(ab+ фе+ са) 12(ab+ bc+ ca) 
S+S, = 2 2, 2 2 2 1 2 
(а+2)(2+ с) (c+a(g+)) 25(2+/ +C) 25а +/ +C) 

1 
er De Eo ey 
+(102ху+447 у +1024”) 
+(479 у +11642) +6182 y+412 2) 
+(175y" +5367 y+ 2682“ +7042) +9727 y )c 
+520 +257 +1301 y +2549 y +251 у +1252) ] 

分 子 >24c +(—120х—60 p)c* +(447 7 +10247) +(479 7 + 4124?) 

若 c=0， 则 上 式 变 为 0 

若 c 震 0， 由 于 上 式 是 奇 次 式 ， 不 妨 设 c=1， 则 上 式 变 为 

24-120r—60y+1022 +4477 +4122? +4797 

=22—120х—60 +17747 +522)? +1622 +229 7 +(250л° +1—75л7)+(250 7 +1-757) 
=22—120r—60y+1772X +522)? +1622) +229 7 +(10х+1)(5х—1)* +(10 y+D(5 y—1) 
>22—120r—60y+1772X +5227 +1620 +229) 

>21—120х—60 y+ 225.7 +5227 +12847 +1—48.°) 

=21—120х—60 +2257 +522 7 +(8r+D)(4x—1) 

>19—126х—60 у+225л7 +522? 

=9(2-14.7+252°) +1—60 p+225 7 


[2577 +(125с+1002) y +(1772 +327 er 41382") > 


[2577 + (125с+1002) 7 +(1772 +327 ex +1384) J” 


[242 + (—120х— 60 p)c* 


7 101 
=9[25(x-—} + ]+(15y-D2>0. 
250-2.) +s ]+(5y-D 
因此 ， 有 

S(a-by +S,(b-cY + S,(e— 2) 

=S (a-b? + $,(6- + S |[(z - p+ (6- Ə[ 
>(5.+S,)(a—-b) +(S, + $,)(д— o >0. 
EH 105: a5,c>0, WJ 


21 


b ас b a-c >(24-0-<)00-а-дОс-6-а) 
cta a+b джс Э(аз2)6-д(сы 0) 


(59) 


证 明 左边 一 右边 
_(@e+ Bat b)- abet ба b+3Cat30o 、 3abc— 12адс %9адс _ 
2(с+ а)(а+ 2)(2+ с) © (e+ (0+ D)X(Ó+ о) 


左边 一 右边 >0， 不 等 式 成 立 . 


ЭШ: 由 引 理 2、6 知 ， 原 不 等 式 等 价 于 
(a+2b)(a—b) +(2+20)(2- о)? +(c+2Q@(c— а) 
(а+2)(2+с)(с+ а) 
6.4%2- 20(а- 5) +(b+ с-20)(0- с) +(c+ 2—2D(c— ay, 
(a+ b+ O° 
=| a+2b _ Oat b- Re 
(а+5)(2+с)(с+а) (а+2+с) 
| b+2e steta y оу 
(а+2)(2+с)(с+а) (atb+c) 
4 c+2a _6(c+ a- 20 саў >0. 
(а+ Ф)(Ф+ с)(с+а) (at+b+c) 
Е a+2b _ 6(a@+ b—2c) 
© (а+&)($+с)(с+а) (а+Ф+с) 
ç b+2¢ _ 6(4+ c—2a) 
“(at bl(b+ neta) (азбас) 
eve Qe+ 40-2 分 ， 则 原 不 等 式 等 价 于 


ed (a+h+c) 
S(a-by +S (0-с) +S (c-a? >0. 
不 妨 设 c=min{fz b, ct. 
(1) Жа>бф>се, 
МЕ c+2a б(с-а-22) 
° (а+5)у($+с)(с+а) (atbt+e) 
224 +с@ (125-90-32) +(218 +142 +642 — )a+ C +92? о +138 -34c 、 
(c+ 4(а+ 202+ (a+ 2+ O° 


s= b+2c 6(ё+с—2@) 、 
“(a+ bybt+elcta) (atb+cy 
wm S +5, >20. 


(34-4%-2са”) +20 +158 a4 90 Ë 3130-2103 +11бе? 
(c+ a)(a+b)\(b+ o (a+ b+ с) 
6¢ 0 +150 c+ 30ab c+ 27bhaeé +12ас Е 
(c+ a(at b+ (at b+ с) Е 
5 (2-2) +S (2-с) +S (с-а) 
= (а-бу +$ b- + S[(a-4)+(6- OF 
>S(a-by +S (2-с) + S[(a-by +(b-cy ] 
=(S.+5,(a-Ly +(5,+ S Xb- 2° 20. 
(2) Жд>а>с, WAS, 20. 


$ +5 = 


22 


yia a+2b 6(a+b-2c) 
“° (е+а)(а+5%)($+с) (at+b+0) 
Qabe +6a¢:bc+9ab c+2b' +a -&b-3a.c-3¢ +900 на? +13ае +128 2 +1462 
(c+ at b(b+catb+o° 
(аё – 25) (20Р) (Р) +(9ab?c-3a°c) 
> 
(с+ 4(а+ 200+ с)(а+ ф+ с) 
Е Ф+2с _6(%+c-2a) 
“ (e+DX(Óó+O(c+@ (азба) 


20 


20 +B 130692020 +1407 51220 +21 bd c+ bab c+9bac -(30а > бс-зба) 
ñ (c+ д(а+ (0+ O(2+ P+ O° 
= 20 +0 4306-9407 + бе? Аса) +12a°C° +21ба”с+баё?с +9бас* —7$°а 
с (c+ а)(а+ D)(Ó+ с)(а+ 2+ с) 
20 + 2с +(122 +9ab)c? +(6202 321026 +14а)с+* 9497 +13a°b 72а 


(c+ а)(а+ D)(Ó+ с)(а+ 2+ с) 
(2 +9a@b+13a –7а?) 


2 (c+ а)(а+ D)(Ó+ с)(а+ ф+ с) 


ЖАЛАА езен ено слаў) 
СОЕТ ОШ ШЕ? 2 


(c+ а)(а+ $)(Ф+ с)(а+ ф+ с) 


ШЕ © 13-4 а) 


 (c+Q(a+ (0+ cat P+ с) 
СШ -1) 

Я 1024 Т 

© (е+а@(а+ 90+ (аъ O) ` 


5 (2-6) + $(д—- 2° + 5(с-а)? >0. 
EH 117 a,b,c>0, W 


2 2 2 
b а c b a e, 2 (а-®% +(2-с) +(c-a) f (465 
cta ағд b+c 9 ab+bc+ са 
证 明 由 引 理 2 知 ， 原 不 等 式 等 价 于 
(a+ 2b)(a—b) +(2+20)(2- cy +(c+2Q@(c— ay 5 2 (a—b) + (ф— с)? +(e-ay 
3(a+ 2)(2+ c)(c+ а) 9 qb+ bc+ ca 
= (a+ 22)(а- 5) +(2+20)(2- с) +(с+20)(с- ay 5 2 (а— 2) + (ф— o) +(e-ay 
(а+2)(2+с)(с+ а) 3 
a+2b 


2 
(g+D)(Ó+ с(с+а) 3(ab+ bc ca) 
D+2c 2 К 
(а+2)(2+ о)(с+ а) 3(ab+bc+ca) 
с+2а №2? >0 
(а+2)(2+ с)(с+ а) 3(ab+bc+ca) 
ç = a+2b = 2 
° (а+&)(Ф+с)(с+а) 3(аб-дс-са) 


ab+bct+ca 


(2-5 


b-cy 


+ 
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ç 2 b+2c 2 , 
“(a+b b+ (e+ а) 3(ab+ be+ ca) 
s=— A > ， 则 原 不 等 式 等 价 于 
(g+)XÓ5+o(c+2) 3(ab+bc+ са) 
S(a—by +S (2-0)? +S (c-a >0. 
不 妨 设 c= min{a, b,c}. 
(1) #а>ф>с, 
Sabet Z б+ас+4а# +46 с—2са—28дсе 
< 3(а+ 000+ O(c+ aab+ bet са) 
_ Sabc+ d b+ a c+2abh +25 с+2а(5 — с) +25000 с) ee 
3(а+2)(2+ o)( c+ a)(ab+ bc+ са) 
Sabet бе +Cat4a b+ 4ac-26c-2ab’ 
б 3(а+ 2)(2+ о)(с+ а)(ар+ Dbc+ ca) 
- Sabc+ бе +0 at+2a@b+2ac+2ab(a—b)+2da¢ — 5) a 
З(а+ 2)(2+ o (c+ @)(ab+ bc+ са) 
See b+2c s е+2а 4 
(а+5)(2+ с)(с+а) (at+b\(64+ 0(c+a) 3(ab+bc+ са) 
_ 10cpce+5Sp +5са+20 +20 b c- а? 
р З(а+ DB+ O( c+ а)(аР+ bet са) 
= 10аФс+ 52 +5Cat+a¢b+ac+cdad - Р?) abla- б) Sü 
3(а+2)(2+ o)(c+ a)(ab+ bc+ са) 
S(a-by +S (ó— O+ S,(c-ay 
=$&(a- 5) +S (b-c + 5Д(а- 5) +(6- д] 
> §.(a-by +$ (ó—o + S,[(a—by +(b-c) ] 
=(% + §,(a—-by +(S, + Sb- 20. 
(2) Чдӛ>а>сы, И ф=с+х+уа=с+дх(х> 0, у> 0, хл, у 20). 
原 不 等 式 展开 并 整理 得 其 分 子 为 
2207 + tape’ + (852) +3927 yt 6617 + 31y* )с? + (14х* + 1037 у+ 3822 + 42 +10)" Je 
+2 —24* y+37 у КІРУ жау 20 
< 220° + tape’ + (352° +3927 pt 66.17 +31у°)с + (14х* + 1037 pt 3812 2 
+422) +10 Jet (х pf + 21 +11 + лу 20. 
综 上 可 知 ， 原 不 等 式 成 立 . 
Е 1217 а, ,с> 0, 0] 
б-а c-b a-c 2(а-00-0(с- 0). 
cta a+b b+e (а-д(б-д(с-а) 
ШЕН 由 于 该 不 等 式 是 对 称 不 等 式 ， 不 妨 设 B>4>c， 则 
(4-D)(2- с)(с- а) 20, ЖН 
Е дъ +O 420764260420 a-3a'c-36'a-30°b 
g (a+ 200+ о)(с+ а) | 
H Ф>а>е, [Уй @=с+хлх,ф=с+х+ Ил, у> 0), 
ДА =p +r 2р 200 — X y+2ye 


g< 


0. 


(61) 


左边 一 右边 
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> +X ty 

>y +X ду-ду =(x+ y)(x— >) 20. 
左边 一 右边 >0 ， 不 等 式 成 立 . 
EH 13 Ha,5,c>0, W 
b а © 2: 2 一 C > 322 b-c\(2b-c-—ay2c-b 2 
c+a 212 pee дг +P +С) 
证 明 由 引 理 2、6 知 ， 原 不 等 式 等 价 于 
(а+28&)(а— 2) +(b+2A(b- о)? +(c+2Q@(c— а) 

3(a+ 2)(2+ с)(с+ а) 
_ 3[02+2- 20(а- 9)? +(b+ c-2a(b- 07 +(с+а-29(с- ay |. 
Аа +) 
a+2b 3(a+ b-2c) 
b+2c 3(2+с- 2а) 

73(2+5(00+00съа) Ааа +e) 

с 30020) ， 则 原 不 等 式 等 价 于 
З(а+ б)(Ф+с)(с+а) 4a+h+c) 
S(a—by +S (6-0) +8,(c—a)y >20. 
Aji c= min{a, b, с}. 
(1) Жа>д>с, 


4(S,+5,)20,(5,+5,)20,5,20K, Ж 


(62) 


wS 


рв 


а 


5; 


S(a-by +S (2-с) +S (с-а) 

= S (a-b? +$ (6-0) +S,[(a-4)+ (ó— o| 
> (S, + $,)(g- 5 +(S,+ S,)(6— o° 20 

下 面 分 别 证 明 S, > 0,5, >0,5,+.5.>0. 


G) WHS, >0. 


Ф+2с 3(2+с- 2а) >0 为 显 
a 2 4(2 +Ó +O) 
Gi) WHS, >20. 

c+2a 3(с+ 2g—-2)) 
(ағ (b+ ACHA Ааа +O) 
通 分 后 分 子 


a 


S, = 


=90220 +900 +18ap c+ 2260+ 4c' + 8a' + 26а? — ac — 182 O 
-9e -9zp -9d bce-9a°b -Sa’c 
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= (922 -9i2pej+(92e -92<)-(аУс- ас”) + (9ab°c—9abe’ ) 
+8ap c+22P c+4c +8a' +26ab -18a°C 902-50 
> 8abh’c+ 226 c+4 +80 2600-18 2 2-922-5сс. 


Wa=c+x+p,b=ct+x,(x20,y20). 
Ext = 36с* +(139x-12 р)с + (434-12 +207x Je? 

H2737 +86 y+18y +125х°)с+21х у +2347 +2524 4874 +310 y 
Жіс-0, MEREN 

=21 у -23ху +2524 +8) +31? y> 0 

若 c 基 0， 由 于 上 式 是 齐 次 式 ， 不 妨 设 c=1， 则 上 式 变 为 

= 25x° + (31y4+125)x +(207 +21) +86 )22 

+(27 у? + 43у+139 +23 у) х+8 у +18y —12 2 -12 y +36 

>8 +87 -127 —12y+36 


= 8037 +39 Wo ly 4 o. 
BS, 20. 


Bab c + 22b°c+4c' + За + 2620 – 18222 — 92205 —S5a°c 
> 8а +26c +8а +2645 -18 P -90b 5ас 


= G 2 +a +260 -9PH +U +а* +ас -Зас) +(acet+8ac’)+(a* +26C1)— 1822 
> Gj5 26 — 9)а?ф+ 2(34/1-1-1- 3)ас+ 24/8422 + 2/2672 -182 O 

= G 3468 —9)25+ 4/2427 +2 262 - 1822 

> G 47468 –9) 2 + 4/2477 +2V260'C -182 2 


= (5066 +4402 +2426 -27) e 


= 0.5007974a°c’ > 0. 
(3) WHS + S20. 


a+b cta 6(2a—4-c) 
S + $, = + at 
| (ф+с)(с+а) (а+Ф)(ф+с) (at+b+o0) 
1 
12(a+ (2+ с)(с+ а)(а? +h +c) 
2145 +4c +1764 9¢ ba—-l4ca -9c a -10a*b-9a°b° —182 bc) 
YF =182R +9ch a+ 86 +120 +21ас +13ch +21а +4c 
41726490 ba-l4ca -9e d -10d 6-92 5 -18a be 


(1820? +9cha+8 +12a* +21ас +13ch 
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wa=c+x+y,b=c+x,(x20,y20). 
YF = 726 + @32х-36 VE +(120.° —84ry—36 J) 
+(78x +24 +627 — 627 у)с+3322 у +222 +12 +2127 y+38x) 
若 c=0， 则 上 式 变 为 
-332у +2220 +1274 +2107 yt 38x 20 


若 c 关 0 ， 由 于 上 式 是 齐 次 式 ， 不 妨 设 c=1， 则 上 式 变 为 
=22'+(21y+78)2 +[111+327 +(y-3) |? 

+(38)° +677 —84y+132)r+12(y+2)( —37 +3) 20 

= 224° +(21у+78)л° +[ 11143297 +(у-3)? |x 


+(38 +67 -84у-132)-12(у42)|(у-1)(у-2)-1| 


其 中 38) —84y4+132+ бу! > 36) -108у- 72>36(у-1)(у--2) >0. 
(22 Жд>а>с. 
A. м b+2¢ 3(4+ c-2a) 


= АС = 
“ 3(a+ 202+ с)(с+а) 4(2 +Ó +O) 

S a-b} +S (ó— O + S,(e— 2) 

=S(a—-by +$ (2-а+а- с) + S (c— а)” 

>5а-0 25, (b-a? +(a-o |+ 5(с- а) 

=(S+2SXa- 5 +(S, +25, (ea). 

下 面 分 别 证 明史 +29 > 0,5, +28, 20. 

WS, +25, >0. 


1 
Е 12(at+ (b+ (c+ (д2 + с) 


41662 +272 + 430+ 270 be-be- 0 – 27а? ce — 23а?) > 0 


(4а! +162 +16c + 4ас + 4302 


ЖЮ = c+ x4 y,2= c+ x,(x, у> 0) | 


AY f. =108c! + (276х— 60) + (33622 — 60лху— 60 7)? B —4ac 
+ (192.7 +542? у- бху +307 )ec+40 +382 p+ 277 y +41 ay +16)" 
由 于 上 式 为 齐 次 式 ， 
若 c=0， 则 
DT = 402° +382 у+27х у +41ху +167 20. 
若 c=1 则 
分 子 =40x +(38y+192)x +(27y +54 y+336)1 


+(41y ~6y —60y+276)x+16y +307 -60)7-60у--108 


-4047 +(88y+192)2 + (27)? +54у +336) +6 +4 ——/ 


+357 + y+126]+150- D 2+3) +16 -2p п = Эду. 


x; 


EWS, +25, >0. 
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2а+22+5с 9 a-c 
S,+ 2S, = Ше a: =s 
3(а+2)(2+ O(c+ a) 42 +25 +e 
WS (а—б) +S (2-с)? +S (с-а)? >0. 
а b+2c 3(6+e-2a) > 
“  3(a+ b(b+el(c+a) 4a Ыс. 


#5 (S.+S,)20,(5,4+8,)20,5,20K, Ж 


S.(a-by 500-0 + S,(e— 2)? 
= 5 (2-2) +S (2-а+а- с) +S (a-e 


>(S,+ S,)(a- bY +( S + S,)(6—- с) 20 


В. 45 = OH+2c 3(2+с-2а) >0 时 
“ 3(at (bt с(с+а) APEE) 


下 面 分 别 证 明 S, > 0,8, >0, +,5 20. 


(i) S, > 0 HE туи. 


GD 了 = ct+2a 3(с+а-– 25) > 0 为 显 
° 3(at b(t с(с+а) 4(2 + P+O) 
(ш) $ +, $ Í 9a bc+9abe’ +2126 +13ас 


4 12(a+ b+ Oct Жаз +0) 
42107 O4 189 C +17 с 4а! +124 HE -9¢ b -98'C -14ab’ -18ab’c-106°c) 


ЛЮ b= c+ x+ y,2= c+ x,(x, у> 0) й] 

£ + SIZ} f=72 at +(120r—36y)c' + (962? -36y -96ху)с” 
+(24 y) +547 -307 у-блху)с+14л* +127 4217 +9 y +3427 
若 c=0， 则 上 式 变 为 

=14x +12y +21 ду +347 20. 

若 c 关 0， 由 于 上 式 是 齐 次 式 ， 不 妨 设 c=1， 则 上 式 变 为 
=14'+(54+9))r +[(3y-5) +127 +71] ^+ (34)5—96 у—6 97 +120) + 
r12(y+2)(2 —3+ 3) 20 


ЖЕ 343 -96у-6)7 +120 的 极 小 值 为 51.90726259. 


(2 -3+3)=(y-1)°(v+2) +120. 


wS +5, 20. 


Ww S(a-b)y +S (6-0) + S,(e-ay >20. 
综 上 ， 不 等 式 成 立 . 
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EH 14 45 а,2,с>0, Wil 
b-a <-д а-с. 10|(a—4)(6-c)\(e-a) | 
cta a+b бес | (a+ b+ O° 
BAK c=minfa4bcd. НФ>а>с 
因为 了 > Z>c 时 ， 绝 对 值 里 取得 最 大 值 

>4 > а> cJ, 

由 引 理 [2]、[4] 知 ， 原 不 等 式 等 价 于 


(а+28&)(а— by +(2+20)(2- с) +(c+2Q(c— 2° 10. (a—b) +(b- с) +(e- а) š 


(a+DX05+ Xc+ а) (а-2-а) 
Ит a+2b _ 10(a-4) 
“ (at b(b+olet+a) (а-а-а) 
ee b+2c 10(2-0 
“ (a+DX(0+ с)(с+а) (at+b+cy 
ct+2a 10(с-а) 


5 


“(а+&8у($+су(с+а) (а+б+сў 
则 原 不 等 式 等 价 于 
S(a-by +S (b-0) +5,(c-a) >0. 
WAS, >20, 5 >20. 

& b= c+x+ ра= с+ҳх> 0, у> 0). 


Sas. seis = 3(а+2+с) 
“ ° (a+ 9)0+о(с+а) 


S$ + 5б, + 5S, UNF 

=2(4 +Ë +0)+9(a'b+ ab! Беде +с'а+са )—-56(20 +а +he 
+P ог +€a)-109 a bc+ 20 ce+gbe)+27(@ 05 кп + е ++ 
-Сазасау ы 19 ғ C+ адс жабс ас а абс? + аф с?)+180(а*ф* 
thc веса) +965(a' Bet abc абс жаса ада + аба8)-1570(а с? 
+2BC +26 г)+2790(@ е дро аа”) 

=19683c +1443 +23? +104976 d x+3120 cY +576 X y+25 x +34 y c+52488 ус” 
+235655 x +23864с°л° + 780л° 2 +632 у —39 °C +51947 уе? +235655‹°ху 
+10920cr° y+ 80cry + 2894362 7 +93292 E +3242? у BrP —544 е 
4222246 °C + 4341540 x y+ 1892108 л) +13228 + 7159221 y- 93320) 
-370c у +211480 x -70x4 y! +2775 с + 4229600 x y+61165c ху 
+5770 у +233230с' x + 4190 ху — 402 y + 272645с°х +74150 x 2 
416252 X у +197140 у? +2898021 y + 624802? у" 

> 2 +44837 у +63 -39E +80 -8r у -544/7С -1120c —4802 у 


1 4 
—96x J + ae + 3920c xy" —80cr у +1340 x y 


— 


= 80a (Te- у) $1227)" (Se—py +10 '(Qe— 22 +2*(7 -200) 
су” е- py 42x y (x-2 + Tr у (84 — у) Ал? y (5с x) 2 0- 


故 由 引 理 8 知 ， 不 等 式 成 立 . 
定理 15 若 4,2,c>0， 则 


(63) 


0 
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b-a c-b a-c a- +(ó— 0) +(c-a)| 
十 十 > З 3 Е š 

cta a+b b+c dg +O +C 

证 明 : 不 妨 设 c=min{4,bd. H ó> 2> e 

因为 > a>c 时 ， 绝 对 值 里 取得 最 大 值 

ж = а= с, ЛКШ. 

Hbza>chb>ar>cith, Т b= ce+x+ у,а=с+л(х> 0, у> 0, x, 7 不 全 为 0) . 

原 不 等 式 展开 并 整理 等 价 于 

L + 3? tac’ +157 +9 y Зл? Ve +(18л* 59) —15r' p+ bay -27 уг” 

+0102 +57 —8x4 ytl 2308-ж? Y)ct+ 29 + J — Y у+5лу —5 у +77 20 

< 6[(х— у)? + Злу] + Birt Vr- р) +122 + буз +307 Je + (1824 + 974-157 y 

+67 —27х у?)е? + (102 +57 —8л* yt 14074 -23¥ — Y P)e+ 20° + YP — у 

+a — 512 +7х у 20 

< 6(z— pC +20 BC’ — ху)? +[3(х+ )(r— р)? $127 +67 43.07 Je + (1827 +9 

-15r y+ 6y -157 y E +102 +57 -824 7414274 230 у — Y )cec+22 +5 — у 

ay —52 у? +72 — 1222 =0 

注意 到 6(z=- yp) ct +20 Be — лр)? +[3(х+ (л р) $127 +6 43a ]e 20, Alt, H 


(64) 


证 明 


Қо) = (182 +97 -15 xe y+6 -15r V) +1107 +57 8л 741474 — 23 — 1 Voc 
+2 + уб № у+5ху Sry +7 —12r у > 0. 

因为 /A(c) 是 关于 c 的 二 次 函数 ， 且 其 二 次 项 的 系数 为 

18 +974 -15 7 у+бху —152 y 

=5(' +É + + ARS pt ay 222 7) 4306 + -27 Y)+ 2 + y 

> 5(44/94 xt at й Ал? р) 5л р) +3( - 2 + + 

=5ay(x—p 430 – у) + у +у >0, 

ЯТА Дс) 是 关于 c 的 开口 彰 上 的 二 次 函数 ， 要 证 明 Ac) > 0 ， 上 只 需 证 明 A<0. 
А = (1022 +57 -81 у+14л}%—23л* у – л? у) —-4(18л4*+9 у —152 y+6 r —15 2 2) 
(220? +° — Y y+5x 5 у? +7 у -127' у) 

= 447° +322? p+ 248 у +842) у 14723 у +18” р? +15334 уб + 6 

-128  - 642° -11y”. 

# r>), WkKr=y+s(s>0), ЛІ 

A=—(445"° + 408° у+16685' у + 38525’ у? + 54395° у* + 48129 + 25505 + 4505 у” 
—3935° 5 -150sy +75 y). 

<-(25505*)° +4505 y —393 –1505 +757”) 

= —37(8505* +150 p—131s° у – 505 +257“) 

3 ATAL — р) +35* +1505 y+ 23622 – 505y° +183] 

= —30(3,5* +1505° +2357 у –505у' +18") 

= 3 [3052 — F +2 p+ sv ls—yp) +51522 — 5192 +15y ] 

<-3 (51577 —51зу +153) 

=-9 4 (175° -17sy+5y’) 


=9 (115-597 +27710 


Жх<у, Н y= x+ (/£>0), M 
А=—(75х'° +900.1°7+ 4332.77 + 108061’7 --16746 +16830r + 110191! + 462627 


30 


+119712 +1742? +117°) <0. 
KLAR, Жібх>у, Мжл<у, МЯА<0, Ж (с) >20 У. 


EH 16H a,h,c>0, Mi) 


а= m а-ы (а-0) «(2-0 + (с-а) 
сыға ath b+c 32 (2 +Ë +2) . 
证 明 由 引 理 2 知 ， 原 不 等 式 等 价 于 
(a+ 2b(a— by (+20060 +(c+2a)(c—a)? „11 (а- 9? +(5— д° (с 22 
3(a+ b)(b+ с©(с+а) 7742 (2 +P +2) . 
(а--22) 11 
3(a+ D(S+eV(c+a) 3200 +? +) Í 


(65) 


4 S= 


А (2+20) 11 
“ 3atBb+Nct+a) 3AP+F +2) 


Е (с--2а) П 
° 3(z+D5(0+o(cra 32(2+2/ +2) 
原 不 等 式 等 价 于 


S(a-by +S (06-O + $,(c—a)’ >0 


(1) Ча>д>с, а= с+х+ ур,Р=с+х,(х> 0, у> 0), И|2(а2—с)(Ф— с) > 0. 


ЦЕ 


(S.+5,)20,(5,+5,)20,5, 20, 有 


S(a—by +S8,(6-cy +5,(с-ау 
= S (a-b? +S (b-c + S |[(z - P+ (6- Of 
>($ +$)(a- ®° +( S + 5,)(Ф— 2° 20 


下 面 分 另 


аш. 


ШЕ S, > 0,5, 20,8, +S, > 0 


(a) ШЕН) S, > O 


= (с--2а) П 
° 3(at b+ оса) 3002 +0 +2) 


_ 320° +(314-33De (а + 66ab+ 8) c+64a -33a 44310 a 
96(a+ (2+ (съ а) +h +c) 


S 320 —2ас — 68a c+ 642 — 332 a+31 a 
С 96(at (b+ (c+ ala + +) 


32-68% с-314 +294 a 
© 96(а+5&)(Ф+с)(с+а)(а? +P +) 


Б. 61е —68Zc+312 >0 
© 96(а+5)(Ф+с)(с+а)(а* +h +O) | 


(b) 证 明 9 >0. 


б (а--22) 11 
° 3(a+5X(0+O(e+a) 3200 +2 +) 


_ 322 +64 +3104 31Cb- ab -ad —33с@ – ЗЗР? 66abc 、 


96(0+2)(0+ )(с+ аа +E + с?) а 


(с) ШЕ S+S, >0 


8+5 = (3с--2а--2) | = : 
3(gq+)XÓ5+o(c+@ 3 (а +5 +C) 


_ 322 +168 +15ca +150? +480 -1740-1726-аС -ab — 66abc 、 0 
48(at+ 500+ (c+ а)(а? + + с”) 


(2) ЧӘ>а>с, Wka=ct+xb=c+x4+y,(420,y20). 


= 11, ， 则 左边 一 右边 
32 
Е 1 
© (а+&)($+ с)(с+ а)(а? + É + с?) 
+44 ас +4fa фе +4ka сё -2k c-2 kd b-2hE 2- 242 с 


2-2 а Б с ада ге? Рай -pba 


(д + + асаба +6 O 


=(6x +6лу-1647 164? -16y +67 )е + (48h – 4842 yt lS yt TY 
-164 +1147 +182) —324х°)с + (444? у — 24h” +4y — 404 у—4Лу' 
+142 у+14ху – 204 +82 +202? у )с—104х* y—-12hor у -84 2 —2 hoy" 
+20 +) +7” -Ake +7y X +42 Алу 
若 c=0， 则 上 式 分 子 变 为 
=27 +y +7 у +T) +424 yt 4 -10k y—- 1202-8021 – 26а – А 
RG 23: 2-52 Ре 


33 , 55 5 
X y+— ху + xX +— x +—x + J” > 0 
SSO ЕТ eee 


若 c 关 0， 由 于 上 式 为 齐 次 式 ， 不 妨 设 c=1， 则 上 式 分 子 变 为 

=(2-44)x° -(4у-204-8-106)х + (-404y4- 14.4114 7 – 324-1247) x 
(4447 +15y+6-1644+ 207 +77 —484у—8/у)л 

(1647-4807 – 2447 +18)? +6y +147 +4) —24у')х 

164° +67 +7у -164 + y -40 +4 


-2 HC yt at HC yt Aye +E Э 5 十 г) 


© ы Е 2 біз ЖАЛТ ey 
K 2” 4” 2” э” y z7 


3495 В. 339 
十 二 十 


-i Gay +307 +97 -12y+4) 


其 中 


JED +30)? +(3y-2) |>0. 


故 分 子 >0 . 
综 上 ， 不 等 式 成 立 . 


定理 17 若 4,Bc>0， 则 


b а c b a Cy 19 (а- 5) +(д— с) +(e- ay (66) 

ска a+b Fee 20 (a+ b+ с) 

证 明 由 引 理 2 知 ， 原 不 等 式 等 价 于 

(a+ 2b)(a—b)y +(b+20(b- о) +(c+22Xc— a” s 19 (a-5° +(2- 0" +(с— a 
3(a+ 500+ о(с+ а) 720 (2+ b+ O? j 


a+2b 19 
% 5 = =s 
2 3(at+ b(b+cV(e+a 20(а-2-о 


Қ b+2¢ 19 
2 (0000 0)0с+а) Wardt 


Е c+2a 19 
Зак оса) 20а), 


原 不 等 式 等 价 于 
S(a—by +S 00-0) + S,(c-ay >0. 


(1) Ча>д>с, 


çO %2% 19 
“° 3(a+ B(h+(c+a) 20(0+2+0) 


_ 202 +408 +230 B+43a8 +236 c-11be —37Za—-11a2 + байс 
602+ 200+ Xc+ a(atbh+cy 


А 177 6437ab +176 c-\1be 3720-1702? 
a 602+ 200+ Xc+ a(at+b+cy 


= 172 (6-0) +3TaKb—0) +1 Th b-c) >0 
60(a+Me+Ac+Aatreto)? 


Е с+2а 19 
3(a+ 00+ съ а) 20(а+ 2+ с) 


b 


_ 402 +200 +23 b-1 Tab -3718 c— 17052 +230 at Bad + abc 
60(а2+&(Ф+е(с+4(а+&+с) 


5 372 +172 b-\Tah -318 c-\1be +172 a 
д 60(2+&)(5+&(с+г(а+5+° 


z 37(@ —Fo) +17аа- д) +170 (ад) >0 
 6O(a+D(0+o(c+Ə(aq+0+O? 0 - 


S,(a-b) + $,(д-су >5(с-ау 

= S (a-b? +$ (6-0) + S,[(a-4)+ (ó— o| 

= S (a-b? +S b-c} + $[(а— by + (6-0) +2(a-bYb-o)] 
> (S,+ §,)(a—5) +(S,+ §)(6- ді 20. 


(2) 4a2c2b, Wkka=b4+x+ y,c=b+ A212 0, у> 0). 
则 原 不 等 式 等 价 于 


28(( + ху+ 7) + (26.7 – бл? p+ 841 +587) + (10.27 -40r + 62.27)” 


+1122) +42 3)р+220 –15х*у+16ж № +547 у +41 +107 20. 
注意 到 


26x — 6x у+84ху +58 7 
= 6(л — 1 y—x⁄ + р) +200 +9027 +527 
= 6(х+ y(x- у)? +207 +9027 +527 >0, 


20 -15x4 y4+16x у +547 y +41ху +107 


кй 


> д? —8X'y+162 р? TES y 5 2 


у- > У -Tx'y 


5,5,5 5 
>х(х-4 5. рр. у -7x4 
(х-4у) Е a7 у 


= (х-4у) +41250 –7)х^у>0, 


所 以 ， 以 上 不 等 E ren 故 该 不 等 式 成 立 . 
综 上 可 知 ， 原 不 等 式 成 立 . 
定理 18 若 4,2,c>0， 则 
B-d €-B 2-2 3(atobt+o(a-o) 

十 十 > 5 6 
cta ath бс 8 @&4+h4+e 
证 明 4 a,b,c ЛІМ (уе, л, A PIE, (т>л>/>0). 
227 222,205 3 2 
б-а с—-ё Wa 2200 by 能 取得 最 小 什 ， 
cta a+b Әс 8 @+#+с 
由 对 称 性 可 知 上 式 大 小 取决 于 (Z=- 仿 ”的 大 小 . 

2 енен 
故 当 |a 4- а ж” -d 2 ГА 4 2 сав а by 有 最 
cta a+b Әс 8 Z+) +O 

不 妨 设 z> c> b, Wka=b+x+ y,c= b+ x(x> 0, у> 0). 
B-d д-? | 2-0 3(a+b+A(a-bF 
cta ath b+c 8 а-а с 


= | (80° +88 +8 -3d 6-308 -ЗРс-За? —60'O боад 
асна +F +e) 


-ба bc—bab'c+ 60 B Зод -36 +90 c+ 9d 6 043d 26 +3ab ё -124 5 2) 

же 

-(О4л-48лу--24)7)7 (32.2 -144x y +4817 +64.) 25-530 1 —126 7° +96 7 
+2101 +787 NIE +3(2х+ Dx Tr y+23X р +31лу +14 y) 0+42 345, Т 
+1032° у +992? y +4527 +8 J 

>((24,2-48лу 24/7) + (322° -144.7 p+ 48.097 +647 )b+ (3017 — 1267 yt 962 y 

42101 + 78) у] +3(у+2л)[3л* — 927 pt 23.07 7 + 19+12)л +14} 

= [0242 —48.1y+24y°)F +(32 1443? p+ 48.07 +64 y) 56+(301' 126.7 у+96л^ 

+210 +78 NE +3(2r+ [237 +192) +147 +3д(х+ (х2) Jb 

>[(242? —48ху+24 >)” + (3227 -144.7 y+ 48.77 +64 F) bH +304 -126.x y 
+962? у +2102 +78 >)]У > 0. 

上 式 判 别 式 = 一 16(29x -77r p41 y +91 y +53 y')(r— J) 


< -16(292* -77x y+917 (2-0)? <-16(3 3) — ‘91 -77) r x- <0. 


故 不 等 式 成 立 . 
定理 19 若 局 2c>0， 则 


(67) 


小 值 . 


Bee А gO -У7813-210(а-2) 


> (68) 
c+a a+b btc О(а--2-с) 


证 明 ча, сМ (т, л, A ЧЇ ЖЛ, (т>л>/>0). 


ш бый ый V78V13 —210(2— D , 


能 取得 最 小 值 . 
cta a+b btc 9а +2 +с) 


对 称 性 可 知 上 式 大 小 取决 于 (4 一 2) 的 大 小 . 


值 . 


2 
ТЕП? j= ы т2 4, cb ТЕ а С 3(a+Ó)b+Oo(a- 2)? 有 最 小 
a 


быс 8 &4+h4+e 


МЮ а> с> b, Wka=b+x+ y,c= b+ (2 0, у> 0) 


A £= Be ale 0.937773824 . 
左边 一 右边 


TO 
(Гео 8 Cat adh t d +28 с-г Ре -—a'b-a'c-bc-b ak 
+5 +E +e аған бс абы съ сб ба 
Рд -Во-сР- г? ae -cor -Радс- Ра? - Ф] 
=[12( + + ху) -8(х+ py AIS 
422) +3022 y+ 202 +16) —8(27 52? y+42 + у)» 
+7 +4122) +307 +220 pt lat – (14) х+102 +3222 у $3027 у+2 у) ДЬ 
+5 у+122° у +132 у + р? 6+ 22° —(2х' T HON +5х у + рл) 
C1) 其 导 函 数 
=3[12(x¥ + > + лр) -8(x4 J) AS 
+2 42077 +3027 y+ 207 +167 —8(22' -5x y +47 + kb 
ҢТу +4122 y +30 x4 227 yll — (14 x4 10.07 +322 / +302 y+2 y')/] 
ЖР B = 12022 + + xy) 8(r+ RIU + +.) —9(x+ 2 =3(4- р)? >20, 
BH YS (4) = 20 -5r у+4ху + у =2цх-2 y riw +y 20. 


B >42ху +302? yt 207 +167 -1022 -5X y+4 +) = 20402 +2437) 20, 


B 21y% +412 y 130x4228 yt Lat -24 r+102 +3277 +302 y+2 y') 


Е 152 -65x у+106л? у? +1675) +51)" 
10 


2.1, 13 o 83 ，， 
„1545 —652y+105 22 _ 36 —13y+ 212 3100—0620) +1577 
10 2 2 
(2) 当 0=0 时 ， 
ER=5 у+120 Зе +7 + 6p x4 20 —(22 + 7x yt Or у +5 у + ух) 
_ 0.56 
` 130380192 
1 (1) (2) 知 不 等 式 成 立 . 
定理 20 若 4,2,c>0， 则 
2 
b а c b a 25 З(а— б) ч 
c+a a+b b+c 2(а+%+© 
证 明 左边 一 右边 得 
1 
Wat ó+ (c+ Bat BD( P+ д 
+4ас +250 — 32 ь+За? E 4380 +5 се + а+2 е HA] 
化 简 分 子 ， 分 六 种 情况 讨论 
(1) 当 CZ>ZO>c 时 ， 不 妨 设 Z= c+ x+ уре e+ xX(x> 0, y> 0) 
= (361 +12y +3блу)с + (18) +66 +108 л” +7847 JE + (924 y +5027 


>0. 


(2x+y)[(207y+63y V13)k —108x+162y+54y./13]2 >0. 


(69) 


[27 +25 4204064306 +26 бс 


+40x +10) +10223? y )e+24 px +1114 367 р +27 рл +82 +27 20 
(2) Ча>с>ӘМ, AWK а= ++ y,c=b+ д\х> 0, у> 0) 
= (122° —12лху+12)# +1237 +180 -30yr +187)? +(0x +2607" 


4 


+10) -227 bt 2x 4+2y -х у +9 r+ —5ух 


=12| (x—p)? +a |Ë + (12.277 +3397 9.187 -30)# +335 5 26.477 
227 b+ (+N +547 try -3r pts’) 

> (y+2 (5 + р -3r pt X) = д(у+2л%)(х+ OY —4xy+ ж?) 

=u yt2xn(x+ | ә (х-2У) |20 

(3) 3с> а> ФН, AWK с= D+ r+ ya=b+ д(х> 0, у> 0) 

= (36)? +122 +362) + (126.177 +84 y +182 +42 °) + (802) +622? y 
+1027 +1262? у +167 )b +27 +15 ра 414747436) +397 +27 20 
(4) 40> q> cl, AMR b= с+х+ y,gq= c+ 3x(x2> 0, у> 0) 

= (361 +12y +36) + 87 +66 +90 ух” +6047" )c? +(10у* + 66.27 у” 
+40х* +682? 743817 e+ 207 +82 +17 4974x427 +16m > 0 

(5) Чд>с>ам, ЯМ b= g+ x+ у,с= g+ x(x> 0, у> 0) 
-(122-12луу-12У747 + (18у +187 +307 4-122 р)а? +(10)* +38yr 4102" 
+362 +227 plat 2x +2 +11 х+21х yp +3x у+15у л? 

> 12| G—- +лху|а +(307х+34/94°9л47187 —1247^)‹7 +(10)* +38 *х+10л^ 


+3677 +222 Vat2 +2 а Пу 3A у+15 УР 20 
(6) Чс>д>аМ, КЮ e= g+ x+ y,b= g+ х(х> 0, у> 0) 


37 


= (36 +120 +36xy)@ + (66б ул? +427 +1082) 318.) + (903? у 382у 
+10x + 68.277 +16 )а+12х+23л? у +27 427 Ту + 2622 > 0 

综合 (1) О) (3) (4) (5) (6) 可 知 ， 原 不 等 式 成 立 . 

借助 统一 替换 法 ， 分 别 用 包 忆 cc 替换 定理 1~20 中 的 B+c,c+4,4a+Pp， 即 可 得 到 有 关 三 
角形 不 等 式 的 各 种 形式 ， 有 具体 见 主要 结论 部 分 中 的 定理 21~40 . 因此 证 明 省 略 . 


五 、 几 个 猜想 


助 杨 路 教授 的 Bottema2009 软件 发 现 ， 定 理 2 还 可 以 进一步 改进 为 
猜想 1 若 忆 bc>0， 则 


B-d gee кыа „.!(4—®90@-д(с-4)| | 


TÈ 


> 5 (70) 

cta a+b b+c (а+Ф+с) 

Жык = 8-43188199... ETT EAS — 58K" -9317 -9=0 的 一 根 . 
定理 10 还 可 以 进一步 改进 为 
猜想 2 若 abc>0, Mil 

2 2 № 

b ас 2а 25 (2-2) +(b-c) +(c-a) f ae 
cta a+b bte ab+ be+ са 

Á. = 0.23$433158… 是 方程 216 太 -324 在 +1624—23 =0 的 一 根 . 
定理 11 还 可 以 进一步 改进 为 
猜想 3 若 a,b,c>0, W 

b ac ba <-1(4-9(0-діс- д. (493 
сыға a+b b+c (a+ 2)(2+ o (c+ а) 

La = 248443533... THEA +2 – 542 — 64-23 =0 的 一 根 . 
定理 12 还 可 以 进一步 改进 为 
猜想 4 若 4,5,c>0， 则 

b ас b a e> „ба b-c)\(2b-c-—a(2c-b 2 (73) 


cta a+b bte CHO +O 
É ax = 9.8208739338 … 是 方程 


30576476164 +3630956544 /* —609140736 /” -3147406848 4° —1 46546688% 


+2887952404* +389662432/ + 7700710542 -31427194--159651-0 
的 一 根 . 

定理 13 还 可 以 进一步 改进 为 

猜想 $5 若 4,Bc>0， 则 

b ac b a с> p -A-AA 


> x (74) 
cta a+b bre (g+ P+ O 
Æ ax = 10.85324893... 32 7 19 16/4 +1084 – 22804 —5600/7 —30745 £+184 =0 的 

一 根 . 
定理 14 还 可 以 进一步 改进 为 
猜想 6 若 2B,c>0， 则 
УАТ NE 3 

b ac 2а Са l(a by +(2- су +(с- а) U (75) 


c+a a+b бес @ +P +O 
在 ，=]1.02176343 … 是 方程 


1966084’ -193024/% —38592 4° +305448 /' —383298 / +89667  +15309 £ +729 = 0 
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的 


一 根 . 


定理 15 还 可 以 进一步 改进 为 
猜想 7 若 2.5, e> 0, WJ 


b a c b a Cy (316 у= by +(2- с 9 (с-а) 


(76) 

сға a+b ae 4 ab+ bc+ са 
定理 16 还 可 以 进一步 改进 为 
猜想 8 若 а,2,с>0, M 
b а e an а-с УА a by +(b- с) + (с 2 (77) 
сға Zp b+c (a+ b+ O° 
É ax = 9.952078828 … 是 方程 
192/° -1152/2 +32964 —5264/ +4940 –2004 +23 =0 的 一 根 . 
定理 20 还 可 以 进一步 改进 为 
猜想 9 若 abc>0, Mil 

2 
дан Е ы > 2 3 3134162 +2) 2 (78) 
c+a а+% “Oe A413+16V2 4 4 (ab+ bc+ca) 

21 3 


5 
( /13+16/2 +> = 0.3776314088). 
43/13 +16/2 4 


这 留 给 有 兴趣 的 读者 进一步 探讨 . 
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